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سوم�مشتق فصل

را مشتق تعریف ابتدا کنیم. بررس را مماس خط و مشتق مفهوم که کرد خواهیم سع کاربرگ این در

�کنیم. م یادآوری

مانند مثبت عددی یعن است، S از درون نقطه�ای a کنید فرض و یرید ب نظر در را f : S → R تابع .١ تعریف

اگر �نامیم م مشتق�پذیر a نقطه در را f صورت این در دارد. قرار S در (a− δ, a+ δ) بازه که دارد وجود δ

lim
h→۰

f(a+ h)− f(a)

h

مشتق�پذیر را f تابع �نامیم. م a نقطه در f مشتق و �دهیم م نمایش f ′(a) با را حد این مقدار باشد. داشته وجود

باشد. مشتق�پذیر دامنه�اش نقاط همه در اگر �نامیم م

.١ فعالیت

کنید. حساب نقطه هر در را آن مشتق و است مشتق�پذیر f(x) = xn ضابطه با f : R → R کنید ثابت الف)

آورید. بدست را cos(x) و sin(x) توابع مشتق ب)

نظر به کنیم. مداقه کم تابع دو بودن مماس مفهوم مورد در است خوب �دانیم م را مشتق تعریف که حال

وقت چه یریم ب نظر در خط ی را توابع از ی اگر خاص، طور به هستند؟ مماس هم بر تابع دو وقت چه شما

است؟ مماس تابع ی بر خط ی گفت �توان م

.٢ فعالیت

است؟ مماس صفر نقطه در f(x) = x۳ تابع بر y = x خط آیا الف)

است؟ مماس صفر نقطه در f(x) = x۳ تابع بر y = ۰ خط آیا ب)

است؟ مماس صفر نقطه در f(x) = x۳ تابع بر g(x) = x۲ تابع آیا ج)

است؟ مماس صفر نقطه در f(x) = x۳ + x تابع بر g(x) = x۲ تابع آیا د)

١
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مقدارشان شده داده نقطه در تابع دو هم حالت، دو هر در دارد؟ وجود (ب) و (الف) حالت بین فرق چه

قسمت�های در �کند. م میل صفر به برخورد نقطه به شدن نزدی با تابع دو مقدار تفاضل هم و است سان ی

در و هستند مماس �گوییم م ی در که چیست در تفاوت پس است. ل ش همین به وضع نیز (د) و (ج)

بنابراین است. صفر به تفاضل�ها رای هم سرعت است، مهم بودن مماس در که آنچه �آید م نظر به نه. ری دی

�کنیم. م ارائه تابع، بر خط ی بودن مماس خصوص به تابع، دو بودن مماس برای را زیر تعریف

در است، مماس x۰ در g بر f �گوییم م باشد. S از نقطه�ای x۰ و تابع دو f, g : S → R کنید فرض .٢ تعریف

.limx→x۰
f(x)−g(x)

x−x۰
= ۰ ب) و f(x۰) = g(x۰) الف) باشند: برقرار شرط دو این که صورت

.٣ فعالیت

کنید توجه هستند. مماس هم بر صفر نقطه در g(x) = x۲ + |x| و f(x) = |x| تابع دو که دهید نشان الف)

نیستند. مشتق�پذیر صفر نقطه در تابع دو هر

x۰ نقطه در f اگر است، مماس x۰ نقطه در f(x) تابع بر g(x) = f(x۰) +m(x − x۰) تابع دهید نشان ب)

.m = f ′(x۰) و باشد مشتق�پذیر

�کنیم. م اثبات را آنها از برخ و �کنیم م بیان مشتق�پذیر توابع مورد در گزاره چند حال

است. پیوسته نقطه آن در باشد مشتق�پذیر نقطه�ای در تابع اگر .٣ گزاره

صورت این در باشند. مشتق�پذیر x۰ نقطه در g و f تابع�های کنید فرض .۴ گزاره

.(f + g)′(x۰) = f ′(x۰) + g′(x۰) و است مشتق�پذیر x۰ نقطه در f + g تابع الف)

و است مشتق�پذیر x۰ نقطه در f · g تابع ب)

(f · g)′(x۰) = f ′(x۰)g(x۰) + f(x۰)g
′(x۰).

و است مشتق�پذیر x۰ نقطه در f
g
تابع g(x۰)؛ ̸= ۰ اگر )ج)

f

g

)′

(x۰) =
f ′(x۰)g(x۰)− f(x۰)g

′(x۰)

g(x۰)۲
.

.۴ فعالیت

کنید. ثابت را ٣ گزاره الف)

کنید. ثابت را (ب) قسمت ۴ گزاره ب)

٢



٩۴�٩۵ پاییز ،١ عموم ریاض مشتق � سوم فصل

،x۰ < x < x۰ + δ اگر که دارد وجود δ مانند مثبت عددی صورت این در .f ′(x۰) > ۰ کنید فرض .۵ گزاره

.f(x) < f(x۰) اه آن ،x۰ − δ < x < x۰ اگر و f(x) > f(x۰) اه آن

،x۰ < x < x۰ + δ اگر که دارد وجود δ مانند مثبت عددی صورت این در .f ′(x۰) < ۰ کنید فرض .۶ گزاره

.f(x) > f(x۰) اه آن ،x۰ − δ < x < x۰ اگر و f(x) < f(x۰) اه آن

هرگاه �نامند، م ( موضع مینیمم (نقطه موضع ماکسیمم نقطه را S از x۰ نقطه f : S → R تابع برای تعریف٧.

.(f(x) ≥ f(x۰)) f(x) ≤ f(x۰) ،|x−x۰| < δ که S در x هر ازای به که باشد داشته وجود δ مانند مثبت عددی

در و باشد داشته موضع مینیمم یا موضع ماکسیمم S از x۰ درون نقطه در f : S → R تابع اگر .٨ گزاره

.f ′(x۰) = ۰ اه آن باشد، مشتق�پذیر نقطه این

.۵ فعالیت

کنید. ثابت را ۵ گزاره الف)

کنید. اثبات را ٨ گزاره ،۶ و ۵ گزاره�های از استفاده با ب)

بازه�ای هیچ در ول است مثبت آن مشتق صفر در f(x) = x + ۲x۲ sin( ۱
x
) (f(۰) = ۰) تابع دهید نشان ج)

نیست. صعودی صفر حول

آن لزوما باشد، صفر با برابر نقطه�ای در تابع مشتق اگر یعن نیست، درست ٨ گزاره این س ع وضوح به

�کنیم. م بررس را زیر مثال منظور این برای نیست. موضع مینیمم یا ماکسیمم نقطه نقطه،

مینیمم یا ماکسیمم نقطه تابع این آیا یرید. ب نظر در را f(x) = x− sin(x) مشتق�پذیر جا همه تابع .۶ فعالیت

بیابید. را �شوند م صفر مشتق آن در که نقاط دارد؟ موضع

٣
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باشد مشتق�پذیر [a, b] بازه درون نقاط همه در و پیوسته f : [a, b] → R تابع کنید فرض رل). (قضیه ٩ قضیه

.f ′(c) = ۰ که دارد وجود c مانند b و a بین نقطه�ای صورت، این در .f(a) = f(b) = ۰ و

[a, b] بازه درون نقاط همه در پیوسته f : [a, b] → R تابع کنید فرض ین). میان مقدار (قضیه ١٠ قضیه

و a < c < b که دارد وجود c مانند نقطه�ای صورت این در باشد. مشتق�پذیر

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

.٧ فعالیت

کنید. ثابت را ٩ قضیه الف)

کنید. ثابت را ١٠ قضیه ب)

کنید. بحث xn + ax+ b = ۰ معادله ریشه�های تعداد مورد در ج)

،β و α حقیق عدد دو هر ازای به دهید نشان د)

|sin(α)− sin(β)| ≤ |α− β|.

داریم ،[a, b] بازه در |f ′(x)| < M اگر دهید نشان f : [a, b] → R برای ، کل حالت در ه�)

|f(b)− f(a)| < M |b− a|. (١)

آن ر بیان (١) نامساوی که �دهد م بدست اطلاعات تابع نمو و رشد مورد در مشتق، کران�داری واقع در

است.

۴


